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بررسی پایداری طرح تفاضلات متناهی غیراستاندارد برای حل معادلات 

 دیفرانسیل با مشتقات نسبی خطی از مرتبه کسری 

‌

عامری‌مریم‌عرب
*

‌گروه‌ریاضی،‌حسان‌میرمحرابی؛‌دانشگاه‌سیستان‌وبلوچستانا،‌‌

‌11/8/13پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌11/4/11دریافت‌

 چکیده

دیفرانسیل‌‌ۀمعادل.‌استخواه‌‌دل‌ۀگرهای‌مشتق‌و‌انتگرال‌کسری‌مفهوم‌جدیدی‌از‌مشتق‌و‌انتگرال‌از‌مرتب‌عمل‌

(‌با‌مشتقات‌نسبی
1

(PDEدیفرانسیل‌با‌مشتقات‌نسبی‌ۀ‌که‌مشتقات‌موجود‌در‌آن‌بتوانند‌از‌مرتبه‌کسری‌باشند‌معادل‌

)کسری‌
1

(FPDEاند‌ای‌را‌به‌خود‌معطوف‌داشته‌دلیل‌کاربرد‌زیاد‌توجه‌ویژه‌امروزه‌این‌معادلات‌به.‌گفته‌می‌شود‌‌.

عددی،‌مشتقات‌کسری‌‌یدست‌آوردن‌طرح‌همطرح‌می‌شود،‌برای‌ب‌FPDEدر‌این‌مقاله‌حالت‌نسبتاً‌کلی‌از‌یک‌

لتنیکوف‌-موجود‌در‌معادله‌با‌استفاده‌یکی‌از‌تعاریف‌متداول‌گرانوالد
3

لیوویل‌-،‌ریمان
4
و‌کاپتو‌

 
شوند‌‌گزین‌می‌جای‌

NSFD)های‌تفاضلی‌غیراستاندارد‌‌معادله‌با‌استفاده‌از‌طرح‌مشتقات‌نسبی‌موجود‌در‌عددی،‌بهبود‌جواب‌برایو‌
 

‌)

‌شوند‌گسسته ‌می ‌سازی ‌ثابت‌میسپس‌پا. ‌و ‌گردد ‌می ‌بررسی ‌حاصل ‌عددی ‌طرح ‌شده‌‌یداری ‌روش‌معرفی شود

‌غیرمشروط‌پایدار‌است ‌هدف‌ت. ‌با ‌پایان ‌مرتبأدر ‌موج‌با ‌معادله ‌برای‌حل ‌تکنیک‌معرفی‌شده ‌تئوری، ‌نتایج ‌ۀیید

وری‌است‌و‌های‌تئ‌نتایج‌عددی‌مؤید‌یافته.‌کار‌می‌رود‌ههای‌آن‌کاربرد‌فراوانی‌دارد‌ب‌کسری‌که‌در‌فیزیک‌و‌شاخه

‌.نشان‌از‌کارایی‌این‌تکنیک‌دارد

 .مشتقات‌کسری،‌معادله‌دیفرانسیل‌مرتبه‌کسری،‌طرح‌تفاضلات‌متناهی‌غیر‌استاندارد،‌پایداری‌:کلیدی های هواژ

 

 مقدمه

نیوتن‌راحسابان‌کسری‌‌ۀهای‌کاربردی‌در‌زمین‌قضیه‌تر‌بیش‌تقریباً‌
 
و‌لایب‌نیتز‌

8
-1881 های‌حدود‌سال‌

تا‌این‌که‌فردی‌به‌نام‌آبل.‌‌]1[کردند‌مطرح‌‌ 188
1
فیزیکی،‌معادله‌خود‌را‌‌ای‌مسئلهبرای‌حل‌1888در‌سال‌‌

طی‌صد‌سال‌اخیر‌کاربرد‌وسیعی‌از‌معادلات‌.‌دکرکسری‌تبدیل‌و‌سپس‌آن‌را‌حل‌‌ۀدیفرانسیل‌از‌مرتب‌ۀبه‌معادل

از‌خصوصیات‌مشتقات‌کسری‌این‌است‌که‌روی‌.‌است‌شدهکسری‌در‌مهندسی‌و‌علوم‌کاربردی‌بررسی‌‌ۀمرتب

‌.پذیر‌نیست‌پذیر‌است،‌که‌در‌بعضی‌موارد‌مشتقات‌معمولی‌در‌این‌نواحی‌تعریف‌های‌ناهموار‌تعریف‌دامنه

                                                      
*

‌‌‌‌‌‌‌‌‌arabameri@math.usb.ac.irنویسنده مسئول
1. Partial Differential Equation 

2. Fractional Partial Differential Equation 

3. Grundwald-Letnikov 

4. Riemann-Liouville 

5.Caputo 
6. Non-Standard Finite Difference 

7. Newton 

8. Leibniz 
9. Abel 
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میکنز
11
تر‌معادلات‌دیفرانسیل‌مطرح‌‌طرح‌تفاضلات‌متناهی‌غیراستاندارد‌را‌برای‌حل‌دقیق‌1111در‌سال‌‌

و‌مومانی‌]1[کرد‌
11

‌مشتقات‌نسبی‌‌‌1111در‌سال  ‌برای‌معادلات‌با طرح‌تفاضلات‌متناهی‌غیراستاندارد‌را

در‌این‌مقاله‌نیز‌ابتدا‌روش‌عددی‌‌مبتنی‌بر‌تفاضلات‌متناهی‌غیراستاندارد‌برای‌حل‌معادلات‌ .]3[کار‌گرفت‌‌هب

‌.شود‌میدیفرانسیل‌نسبی‌کسری‌‌مطرح‌و‌سپس‌پایداری‌این‌طرح‌بررسی‌

‌

 غیراستانداردطرح تفاضلات متناهی 

ابتدا‌اصول‌‌.]1[‌دکرمعرفی‌‌راطرح‌تفاضلات‌متناهی‌غیراستاندارد‌‌‌ۀاصول‌اولی،‌1111میکنز‌در‌سال‌

‌معادل ‌برای ‌را ‌طرح ‌این ‌‌ۀاولیه ‌معمولی ODE)دیفرانسیل
11

‌می‌( ‌گسسته‌شرح ‌غیراستاندارد‌‌دهیم، سازی

‌:گیریم‌یمصورت‌را‌در‌نظر‌‌دینب‌ODE.‌شود‌طور‌مشابه‌انجام‌می‌به‌ PDEبرای
  

  
     . 

،‌‌NSFDدر‌طرح‌
  

  
‌:سازی‌می‌شود‌صورت‌گسسته‌دینب‌

  

  
 

       

    
 

 .کند‌صدق‌می‌‌            ϕدر‌خاصیت‌0  ‌است‌و‌مادامی‌که      تابعی‌از‌طول‌گام‌‌ که‌‌

و  توابع‌‌    برای‌ چنین‌میکنز‌هم ‌[.3]،‌[1]‌را‌در‌نظر‌گرفته‌است‌                   

عنوان‌مثال‌برای‌‌به‌.سازی‌را‌برای‌مشتقات‌نسبی‌تعمیم‌داد‌راحتی‌می‌توان‌این‌نوع‌گسستهبه
       

  
و‌‌ 

        

   
‌

‌:روابط‌‌را‌در‌نظر‌گرفتاین‌توان‌‌می

       

  
 

    
      

 

     
  

        

   
 

  
       

    
   

      
  

 که

ϕ               ϕ               ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌.  

 

 حسابان کسری

یکی‌از‌تعاریف‌مشتق‌کسری‌.‌دهیمرا‌برای‌مشتق‌از‌مرتبه‌هر‌عدد‌حقیقی‌تعمیم‌می‌ در‌این‌قسمت‌عملگر‌

صورت‌تعمیم‌‌دینلتنیکوف‌فرمول‌کلی‌موجود‌برای‌مشتق‌را‌ب‌-گرانوالد.‌]1[‌ است لتنیکوف‌-گرانوالدتعریف‌

‌:داد

          
       

        

 
         

   

  
            

سمت‌بی‌نهایت‌‌باید‌به‌، mیعنینخست‌این‌که‌کران‌بالای‌مجموع،‌‌باید‌به‌دو‌نکته‌توجه‌کرد،تعریف‌این‌در‌

‌.شود‌های‌مختلف‌صفر‌نمی صحیح‌باشد،‌جملات‌مجموع‌برای‌‌‌ جا‌که‌لزومی‌ندارد‌که‌‌برود‌و‌از‌آن

                                                      
1. Mickens 

2. Mommani 
3. Ordinary Differential Equation 
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 :داریم‌    عنوان‌مثال‌برای‌‌به.‌نتیجه‌می‌شود‌مذکورانتگرال‌نیز‌از‌تعریف‌‌مفهوم‌چنین‌هم

              
   

      
      

          
        

   

      , 

              
   

          
    , 

با‌‌ ‌ۀمشتق‌و‌یا‌انتگرال‌از‌مرتب‌، طورکلی‌برای‌هر‌عدد‌حقیقی‌‌به.‌تعریف‌انتگرال‌ریمان‌است‌مذکور‌ۀرابط

‌:استصورت‌‌دینلتنیکوف‌ب‌-تعریف‌گرانوالد

  
ش

 
         

   
     

        

 
         

   

  
  

‌.کران‌پایین‌انتگرال‌ریمان‌است‌cکه‌

‌ریمان ‌مانند ‌افرادی ‌مشتقات‌کسری ‌برای ‌را ‌مشتقات‌‌-تعاریف‌دیگری ‌که ‌کردند ‌معرفی ‌کاپتو ‌و لیوویل

 :]1[صورت‌تعریف‌می‌شود‌دینب‌[a,b]ۀ‌در‌باز‌‌u(x,t)برای‌تابع‌‌αلیوویل‌از‌مرتبه‌غیرطبیعی‌‌-کسری‌ریمان
        

   
 

 

      
 
 

  
   

      

          

 

 

          

‌[T,0]‌ۀدر‌باز‌‌u(x,t)برای‌تابع‌‌tنسبت‌به‌‌         ‌‌γۀو‌همین‌طور‌مشتقات‌کسری‌کاپتو‌از‌مرتب

‌:]1[صورت‌تعریف‌می‌شود‌دینب

        

   
 

 
 
 

 
  

      
 

       

          
                

 

 

  

   
                                                              

  

‌.دیگرند‌لتنیکوف‌معادل‌یک‌-لیوویل‌و‌گرانوالد‌-دو‌تعریف‌مشتق‌کسری‌ریمان. 1قضیه 

 .‌مراجعه‌شود‌‌]1[به‌‌.اثبات

‌‌     چنین‌برای‌‌هم ‌ب‌ۀدر‌نقط‌[L,0]مشتقات‌‌کسری‌روی‌بازه ‌و‌انتهای‌بازه صورت‌تعریف‌‌دینابتدا

‌:]1[ شوند‌‌می

   
 
     

       

      
 

 

      
 

       

      
 

 
                                                                  (1)  

   
 
     

           

      
 

 

      
 

       

      
 

 
                                                         (1)  

   توان‌با‌در‌نظر‌گرفتن‌‌را‌می(‌1)،‌جمله‌دوم‌سمت‌راست‌رابطه‌1 از‌قضیه‌استفادهبا‌
 و‌  

‌:صورت‌تقریب‌زد‌دینب،‌            
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‌:صورت‌نمایش‌داده‌می‌شود‌دینب‌     ‌ازای‌ابتدای‌بازه‌به‌ۀاین‌تقریب‌مشتق‌برای‌نقط‌بر‌بنا

   
 
      

   

      
 
       

  
                                 

       (3‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)  

‌از‌رابط‌به ‌ ‌1)‌ۀطور‌مشابه ‌ ‌انتهای‌بازه‌می‌توان‌تقریبی‌برای‌مشتق‌کسری( دست‌‌هصورت‌ب‌دینب‌در‌نقطه

‌:آورد

   
 
      

   

      
 
       

      
                              

     

   

    

طور‌‌تر‌موارد‌به‌همین‌دلیل‌در‌بیش‌به.‌سختی‌قابل‌محاسبه‌هستند‌طور‌تحلیلی‌به‌کسری‌اغلب‌به‌ۀمشتقات‌مرتب

این‌ترتیب‌‌گیرد‌به‌لتنیکوف‌صورت‌می-نوالداتعریف‌گربا‌ها‌‌ترین‌محاسبه‌یکی‌از‌ساده‌.عددی‌محاسبه‌می‌شوند

‌ۀرابطه‌برای‌محاسبه‌تقریبی‌مشتق‌مرتباین‌کسری،‌‌ۀلتنیکوف‌برای‌مشتق‌مرتب‌-که‌با‌توجه‌به‌تعریف‌گرانوالد

 :رود‌میکار‌‌هکسری‌ب

  
 

 
      

        

 
        

 
   
 

 

   

  
  

:شود‌صورت‌نوشته‌می‌دینب‌مذکور‌ۀتر‌رابط‌حالت‌ساده  

  
 

 
         

        
 
   

 
 

   
, 

  تابع‌جزء‌صحیح‌و‌   طول‌گام،‌‌  که‌در‌آن
صورت‌تعریف‌‌دینلتنیکوف‌هستند‌که‌ب‌-ضرایب‌گرانوالد‌ 

 :شوند‌می

  
            

 
            . 

  ضرایب‌
 :صورت‌قابل‌محاسبه‌هستند‌دینطور‌بازگشتی‌ب‌به‌ 

  
        

     
   

 
     

           . 

‌

 با روش تفاضلات متناهی غیر استاندارد FPDEسازی  گسسته

‌FPDEزیر‌را‌با‌شرایط‌اولیه‌و‌مرزی‌داده‌شده‌در‌نظر‌بگیرید،خطی‌‌ 

 
 

       

  
  

 

        

   
  

 

       

  
  

 

        

   
         

                                                  (4)  

        
 
               

 
                

        
 
                                             

 ،‌          ازای‌‌که‌به
 
  .‌

سازی‌مشتق‌‌لیوویل‌برای‌گسسته‌-سازی‌مشتق‌زمان‌و‌تعریف‌ریمان‌با‌استفاده‌تقریب‌مشتق‌کاپتو‌برای‌گسسته

‌:رابطه‌حاصل‌می‌شوداین‌‌   Δ  Δبا‌در‌نظر‌گرفتن‌ مکان‌و
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 که

  
 
                                 

 و

            

   
    

                

   

   

 

سازی‌‌برای‌گسسته‌NSFDسازی‌طرح‌‌و‌با‌پیاده
  

  
و‌‌

  

  
‌:داریم‌

           

  
 

                   

 
 
   

  

           

  
 

                       

 
 
   

  

 که‌توابع
 
 و‌‌ 

 
‌:صدق‌می‌کنندرابطه‌این‌در‌‌

 
 
     

 
             

سازی‌‌برای‌گسسته‌NSFDطرح‌
            

   
‌-ضریب‌مشتق‌کسری‌گرانوالدصورت‌است‌که‌اولین‌‌دینب،‌

  جای‌‌لتنیکوف‌به
     ‌،  

   
 
‌سازی‌‌چنین‌برای‌گسسته‌در‌نظر‌گرفته‌می‌شود،‌هم‌     

            

   
،‌

 
 
 شود‌که‌توابع‌می‌   گزین‌‌‌جای‌     

 
 و‌ 

 
‌:رابطه‌صدق‌می‌کننداین‌در‌‌

 
 
     

 
              

 و‌با‌در‌نظر‌گرفتن‌(‌1)‌ۀدر‌رابط‌مذکورگذاری‌روابط‌‌با‌جای
 

  
 

 و‌‌
 

  
 

‌:آید‌دست‌می‌بهمعادله‌این‌‌

 
 

                   

 
 
   

  
 

 
 
     

      
   

 
                         

 

   

   
 

                       

 
 
   

  
 
   

                  
   

   

   

  

‌:بعد‌از‌انجام‌عملیات‌ریاضی‌داریم

 
 

  
      

 

     
+ 

 

  
     

      
   

 
   

     
   

   
    

 
 
   

  
        

   

     
  

 
   

       
      

      
   , 

‌یا

   
          

          
       

     

   

   
   

 
 
  

   
 
     

 
  

      
 
     

 
   

   

   

   

 

  
 
     

                                                                                      ( )  

 که
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  ‌ و‌با‌در‌نظر‌گرفتن
 
‌:داریم(‌3)‌ۀدر‌رابط ‌              

 
  
 

     
 
                

  
 
     

 
                         

                                                       ( )  

        صورت‌اگر‌بردار‌مجهولات‌به
   

   
   

       
   

  صورت‌و‌شرایط‌مرزی‌به‌ 
   

  
 
     ‌

  ‌و
   

  
 
‌  به‌یک‌دستگاه‌معادلات‌خطی‌بر‌حسب‌بردار‌مجهولات(‌5)‌ۀدر‌نظر‌گرفته‌شوند،‌رابط‌     

‌:تبدیل‌می‌شود‌که‌ماتریس‌ضرایب‌آن‌عبارتست‌از

 
 
 
 
 
 
 

                           
                         

 
      

               
                            

                                  
 
 
 
 
 
 

 

های‌قطری‌مثبت‌و‌‌یک‌ماتریس‌قالب‌قطری‌اکید‌با‌درایه(‌5)شود‌ماتریس‌ضرایب‌دستگاه‌‌که‌ملاحظه‌می‌چنان

‌.جواب‌یکتا‌دارد(‌5)پذیر‌و‌دستگاه‌‌از‌این‌رو‌این‌ماتریس‌معکوس‌] 5[‌استغیرقطری‌منفی‌

‌

 بررسی پایداری

‌‌.کنیم‌اثبات‌می مطرح‌و‌FPDEهایی‌را‌در‌راستای‌بررسی‌پایداری‌‌بخش‌لمدر‌این‌

  فرض‌کنید‌: تعریف پایداری
  ‌جواب‌تقریبی‌و‌ 

ام‌-kزمانی‌‌سطر‌درامین‌گره‌شبکه‌-‌iجواب‌دقیق‌معادله‌در‌ 

  ‌قرار‌دهید‌،باشد
    

    
‌‌        و‌  ‌‌هم،     چنین‌فرض‌کنید

 
              

  ‌ در‌.

    اگر‌و‌فقط‌اگر‌است‌‌طرح‌تفاضلی‌پایدار‌صورت‌‌این
 

‌.‌کراندار‌باشد‌

  فرض‌کنید‌‌.1لم 
امین‌موُلفه‌بردار‌جواب‌در‌سطر‌زمانی‌-i،‌         و‌‌           به‌ازای‌‌ 

k-باشد،‌اگر‌ام‌      
 

              
        

‌:گاه‌نامساوی‌زیر‌برقرار‌است‌آن‌،‌    

   
  

 
         

 
    

  
   

 
     

 
  

      
 
     

 
   

   
   

 
   

   

   

  
      

      طبق‌فرض‌‌.اثبات
 

    
‌:داریم‌،    

   
  

 
         

 
     

  
 
     

     

 :‌توان‌نوشت‌،‌می(5)‌ۀحال‌با‌توجه‌به‌رابط

    
  

 
     

                 
     

    

   

   
   

 

   از‌این‌که‌‌و‌
      

‌‌:آید‌دست‌می‌بهنتیجه‌‌این‌،‌با‌استفاده‌از‌نامساوی‌مثلث    و‌‌   
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‌،( )‌ۀحال‌با‌قدر‌مطلق‌گرفتن‌از‌طرفین‌رابط

     
          

         
       

   

   

   
   

  

    
  

   
 
     

 
  

      
 
     

 
   

   
  

 
   

   

   

  
      

 ‌.شود‌از‌ترکیب‌روابط‌فوق،‌لم‌اثبات‌می

  فرض‌کنید‌‌.2لم
 باشد،‌اگر‌‌           و‌          برای‌(‌5)‌ۀجواب‌عددی‌رابط‌ 

 
  ‌

‌:زیر‌برقرار‌است‌ۀگاه‌‌رابط‌آن

   
  

 
               

 
    

  
 
           

 
        

      فرض‌کنید‌ مجدداً‌. اثبات
 

              
        

‌:داریم(‌1)طبق‌لم‌‌،    

    
  

 
     

        
  

   
 
     

 
  

      
 
     

 
   

   
  

 
   

   

   

  
    

   
 
  

 
     

 
     

 
     

 
 

   

   

             
 

  
 
       

   
 
  

 
               

 
  

 
        

‌عبارت‌دیگر‌‌به

   
  

 
                 

 
    

  
 
               

 
  

 
        

                                                             
  

 
                 

 
   

 
                               

                                                             

                                                             
  

 
               

 
   

 
         

‌یا

   
  

 
                 

 
    

  
 
        +      

 
       . ‌ 

 اگر‌(‌5)‌ۀدر‌رابط‌‌.6لم  
 

 و‌‌  
 

نامساوی‌این‌،‌k=1,2,…,nگاه‌برای‌هر‌‌در‌نظر‌گرفته‌شود‌آن‌‌  

‌:برقرار‌است

    
 

            
 

 
 
   

  
 
 
                                             ( )  

‌:داریم‌‌j=1برای‌(‌1)از‌لم‌‌.دهیم‌نشان‌می‌jرا‌با‌استقراء‌روی‌‌مذکور‌ۀدرستی‌رابط‌.اثبات
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       + 

 
        

‌این‌بر‌بنا

   
   

  
 

  
 
    

      + 
 
        

  داریم‌(‌ )‌ۀو‌از‌رابط
 

 ،از‌این‌رو،‌  

               
   

  
 
 
        

‌شود،‌بررسی‌می‌‌‌j=k+1برای‌(‌ )‌ۀ‌برقرار‌باشد،‌درستی‌رابط‌‌j=kبرای‌(‌ )‌ۀحال‌فرض‌کنید‌رابط

‌:توان‌نوشت‌،‌می(1)از‌روابط‌موجود‌در‌لم‌

   
    

        
     

 
  

      
 
     

 
   

   
   

 
   

   

   

  
     

‌این‌بر‌بنا

 
 
        

 
  

 
     

           
 
     

 
       

 
   

 
   

   

   

     

‌:توان‌نوشت‌می(‌8)‌ۀرابطاستفاده‌از‌‌طبق‌برقراری‌فرض‌استقرا‌و‌با

 
 
        

 
  

 
     

 
    

 
     

 
        

   

   

 

     
 
     

 
    

 
 

 
   

  
 
 
         

 
           

   ‌(8)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  

 به‌(‌8)حال‌با‌تقسیم‌طرفین‌رابطه‌
 
‌:آید‌دست‌می‌بهنتیجه‌این‌‌  

      
 

    
 
    

 
     

 
 

   

   

      

     
 
     

 
    

 
 

 
   

  
 
 
            

 
 

 
   

  
 
 
           

   

   

 

‌عبارت‌دیگربه

      
 

          
 

     
 
     

 
     

 
 

 
   

  
 
 
       

   

   

 

          
 
 

 
   

  
 
 
       ‌, 

‌این‌بر‌بنا

    
 

            
 

 
 
   

  
 
 
                                     (1‌‌‌‌‌‌‌)  

‌‌:راحتی‌نشان‌داد‌توان‌به‌می(‌8)ۀ‌چنین‌از‌رابط‌هم

   
 
 
  

                                      

‌:صورت‌نوشت‌دینتوان‌ب‌را‌می(‌1)ۀ‌این‌رابط‌بر‌بنا

    
 

           
 
    

 

 
 
                   

ωکه‌    
 
  

      ‌.‌
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‌.صورت‌غیرمشروط‌‌پایدار‌است‌به‌با‌شرایط‌مرزی‌دیریکله‌مفروض(‌5)طرح‌تفاضلی‌‌‌.2قضیه 

  ‌دهید‌قرار‌         و‌‌           ‌ازای‌به‌.اثبات
    

    
  که‌‌، 

  و‌‌تقریبی‌جواب‌ 
 

‌جواب‌

    کنید‌‌فرض‌چنین‌هم‌.باشد‌ام-‌kزمانی‌سطر‌گره‌شبکه‌امین-‌iدر‌(1)‌ۀمعادل‌دقیق
 

              
  ‌،

     توان‌نتیجه‌گرفت‌‌می‌3و‌‌1های‌‌‌راحتی‌از‌‌لم‌به
 

صورت‌‌‌به(‌5)این‌طرح‌تفاضلی‌‌بر‌،‌بنا      

‌.پایدار‌استمشروط‌غیر

 

 نتایج عددی

‌‌:بریم‌کار‌می‌هشکل‌باین‌‌‌موج‌کسری‌به‌ۀ،‌این‌روش‌را‌برای‌معادلNSFDبرای‌اثبات‌‌کارایی‌روش‌‌(:1)مثال 
   

   
 

  

  
                                                                  (11‌‌‌‌‌‌‌‌‌)  

       
    

      
            

‌:شوند‌صورت‌در‌نظر‌گرفته‌می‌دینمرزی‌بشرایط‌اولیه‌و‌

          

                                       

 ] :8[‌جواب‌دقیق‌این‌معادله،‌عبارت‌است‌از

              

 با‌در‌نظر‌گرفتن‌(‌11)واضح‌است‌که‌معادله‌
 

  
 

 و‌‌  
 

  
 

آید،‌دست‌می،‌بهG‌(1)در‌رابط‌  

‌:شود‌حاصل‌میشکل‌این‌این‌معادله‌تفاضلی‌به‌‌بر‌بنا

     
    

    
  

      
 

       
   

         . 

    
      

      
       

   

 

   

  
 
        

   

   که‌
 

 
 
 
 وتابع‌‌     

 
 صورت‌‌توان‌به‌را‌می‌‌   

 
 .]1[در‌نظر‌گرفت‌‌        

‌پیاده ‌معادل‌از ‌روی ‌غیراستاندارد ‌متناهی ‌تفاضلات ‌طرح ‌مرتب‌ۀسازی ‌از ‌باز‌ۀموج ‌در مکانی‌‌ۀکسری،

‌γ با‌]5/1,1[ (‌1)و‌(‌1)های‌‌در‌شکل‌.شود‌های‌مختلف‌جواب‌عددی‌با‌دقت‌قابل‌قبول‌حاصل‌میhو‌‌‌    

 ‌.شوند‌مقایسه‌می‌=11/1‌hو‌=11/1‌hهای‌متفاوت‌‌های‌دقیق‌و‌عددی‌حاصل‌شده‌با‌طول‌گام‌جواب

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌t=0.5در  m=50 ازای غیراستاندارد بهدست آمده از طرح تفاضلات متناهی  هجواب دقیق با جواب ب ۀمقایس .1شکل   
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‌t=0.5در  m=25 ازای دست آمده از طرح تفاضلات متناهی غیراستاندارد به همقایسه جواب دقیق با جواب ب. 2شکل

‌‌شکل ‌1)های )‌ ‌1)و ‌مقایس( ‌‌ۀنمایش‌نمودار ‌طرح ‌از ‌‌NSFDجواب‌حاصل ‌دقیق ‌جواب که‌‌هستند‌مسئلهبا

‌‌51ازای‌به‌ترتیب‌به ‌به‌ۀنقط‌15و ‌که ‌یک‌گره ‌باز‌طور ‌شده‌]5/1,1[‌ۀنواخت‌در ‌است‌توزیع ‌شده ‌نتیجه .‌اند

‌.‌های‌مختلف‌نمایش‌داده‌شده‌استhازای‌‌به‌  ،‌نمودار‌خطا‌در‌نرم‌(3)چنین‌در‌شکل‌‌هم

 

 

 

 

 

 

 های مختلف hدست آمده با هنمودار خطای ب. 6شکل 

‌.شده‌است‌ارائه‌‌محاسبه‌و‌برای‌معادله‌موج‌کسری‌طرح‌تفاضلات‌متناهی‌غیراستانداردمرتبه‌(‌1)در‌جدول‌

 مرتبه طرح تفاضلات متناهی غیراستاندارد برای معادله موج کسری .1جدول 

‌طول‌گام‌  خطا‌در‌نرم‌‌همگرایی‌ۀمرتب

-‌1111 111/1‌h = 11/1  

311/1‌1118111/1‌h = 11/1  

315/1‌1111 /1‌h= 115/1  

‌:را‌در‌نظر‌بگیرید‌داده‌شده‌برگر‌کسری‌زیر‌با‌شرایط‌اولیه‌و‌مرزی‌ۀمعادل‌(:2)مثال 
   

   
 

  

  
 

   

   
                             

       
     

      
       

                   

                            

‌:[ ]‌که‌جواب‌دقیق‌آن‌عبارت‌است‌از
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‌:آید‌دست‌می‌بهنتیجه‌این‌روی‌معادله‌برگر‌کسری‌‌ NSFDسازی‌طرح‌‌با‌پیاده

     
    

    
    

      
 

       
 

  
       

    
   

       
   

         . 

 توابع‌‌که
 

 و‌
 

‌:است‌صورت‌دینب‌

 
 

      
 

 
  

 
 

        

    چنین‌‌‌همو‌
 

 
 

 
‌.]1[شوددر‌نظر‌گرفته‌‌      

‌پیاده ‌‌از ‌متناهی ‌تفاضلات ‌معادلسازی‌طرح ‌روی ‌مرتب‌ۀغیراستاندارد ‌از ‌باز‌ۀبرگر ‌در مکانی‌‌ۀکسری،

‌γ با‌]5/1,1[     ‌ ‌‌ ‌دقت‌قابل‌قبول‌حاصل‌میhو ‌5و‌‌1های‌‌در‌شکل‌.شود‌های‌مختلف‌جواب‌عددی‌با

‌‌.مقایسه‌می‌شوند‌=11/1‌hو‌=11/1‌hهای‌دقیق‌و‌عددی‌حاصل‌شده‌با‌طول‌گام‌های‌متفاوت‌‌جواب

‌
 t=0.5در  m=50 ازای دست آمده از طرح تفاضلات متناهی غیراستاندارد به هجواب دقیق با جواب ب ۀمقایسه. 4شکل   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

‌t=0.5در  m=25 استاندارد به ازایآمده از طرح تفاضلات متناهی غیر دست هجواب دقیق با جواب ب ۀقایسم. 5شکل 

 

 

 

 

 

 

 های مختلف hدست آمده با هنمودار خطای ب .6شکل 
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که‌‌است‌‌مسئلهبا‌جواب‌دقیق‌‌NSFDاز‌طرح‌‌دست‌آمده‌بهجواب‌‌ۀنمایش‌نمودار‌مقایس‌5و‌‌1های‌‌شکل

‌‌51ازای‌ترتیب‌به‌به ‌به‌15و ‌که ‌گره ‌یک‌نقطه ‌باز‌طور ‌شده‌]5/1,1[‌ۀنواخت‌در ‌است‌توزیع ‌شده ‌نتیجه .‌اند

‌.‌های‌مختلف‌نمایش‌داده‌شده‌استhازای‌‌به‌  ،‌نمودار‌خطا‌در‌نرم‌8چنین‌در‌شکل‌‌هم

‌.ارائه‌شده‌است‌روش‌محاسبه‌و‌ۀمرتبه‌‌1در‌جدول

 طرح تفاضلات متناهی غیراستاندارد برای معادله برگر کسری ۀرتبم. 2جدول 

‌طول‌گام‌  خطا‌در‌نرم‌‌مرتبه‌همگرایی

-‌1135111/1‌h = 11/1  

13 88/1‌111 88/1‌h = 11/1  

11813/1‌11111 31/1‌h= 115/1  

 

 گیری نتیجه

نشان‌از‌توافق‌خوب‌این‌تکنیک‌با‌‌NSFDکسری‌با‌طرح‌‌ۀاز‌مرتب‌PDEدست‌آمده‌از‌حل‌‌هنتایج‌عددی‌ب

‌و‌بررسی‌ههایی‌که‌در‌گذشته‌برای‌حل‌این‌دسته‌از‌معادلات‌ب‌تکنیک ‌دارند؛ این‌‌مؤیدتر‌‌های‌دقیق‌کار‌رفته،

توان‌‌چنین‌می‌هم‌.استمطلب‌است‌که‌روش‌غیراستاندارد‌روشی‌قدرتمند‌و‌کارا‌برای‌حل‌این‌دسته‌از‌معادلات‌

.‌[3]‌شوند‌را‌نتیجه‌گرفت‌سازی‌می‌صورت‌ضمنی‌گسسته‌پایداری‌این‌دسته‌از‌معادلات‌دیفرانسیل‌نسبی‌که‌به

کسری‌دیگر‌هم‌نتایج‌‌ۀخطی‌وغیرخطی‌از‌مرتبهای‌PDEمطرح‌شده‌در‌این‌مقاله،‌برای‌‌دۀرود‌ای‌انتظار‌می

‌.ه‌کندئمشابهی‌ارا
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